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ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 
ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

 

1) Τι λέγεται γραμμική εξίσωση και τι παριστάνει; 

Γραμμική εξίσωση λέγεται η εξίσωση             , με     ή     ,  η οποία  παριστάνει  
μια ευθεία γραμμή. 
 
 
 
2) Τι μορφή έχει η εξίσωση               όταν   ,  ,       και τι παριστάνει ; 

Αν  ,  ,      , τότε η εξίσωση γράφεται :                       

      
 

 
  

 

 
 

 

 

 

3) Τι μορφή έχει η εξίσωση                όταν      ,      και     και τι παριστάνει ; 

Αν  ,    και       τότε η εξίσωση γράφεται :                      

      
 

 
  

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση παριστάνει ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων 

και  έχει συντελεστή διεύθυνσης     
 

 
. 

 

 

 

 

 

 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση παριστάνει 
ευθεία που έχει συντελεστή διεύθυνσης 

    
 

 
. 

Η ευθεία τέμνει τον άξονα     στο 
 

 
 και τον 

άξονα     στο 
 

 
 . 
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4) Τι μορφή έχει η εξίσωση             όταν , με    και     ; 

 

 

 

 

5) Τι μορφή έχει η εξίσωση             όταν , με    και     ; 

 

 

 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

1) Τι λέγεται γραμμικό σύστημα 2x2; 

Όταν έχουμε δύο γραμμικές εξισώσεις         και            και ζητάμε 
τις κοινές λύσεις αυτών, τότε λέμε ότι έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο 
εξισώσεων με δύο αγνώστους ή, πιο σύντομα, ένα γραμμικό σύστημα 2 x 2 και γράφουμε 

 
αx     γ

          
  

 

 

2) Τι λέγεται λύση ενός γραμμικού συστήματος 2x2;  

Κάθε ζεύγος αριθμών που επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις του συστήματος 
λέγεται λύση του συστήματος. 

 

Αν    και      , τότε η εξίσωση γράφεται : 

            
 

 
 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση παριστάνει 
ευθεία που είναι παράλληλη στον άξονα    και 

τέμνει τον άξονα    στο  σημείο  
 

 
 . 

Αν    και      , τότε η εξίσωση γράφεται : 

            
 

 
 

Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση παριστάνει ευθεία 
που είναι παράλληλη στον άξονα    και τέμνει τον 

άξονα    στο  σημείο  
 

 
 . 
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ΛΥΣΗ ΚΑΙ  ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 

ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ  ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 2x2 

 

1) Τι λέγεται ορίζουσα του συστήματος και τι ορίζουσα των αγνώστων ; 

 

 
αx     γ

          
    

         

          
 =          

 

    
         

         
 =          

 

 

    
         

           =          

 

 

Μεθοδολογία επίλυσης ενός 2x2 γραμμικού συστήματος με τη μέθοδο των οριζουσών. 

 

• Υπολογίζουμε τις ορίζουσες  ,   ,   . 

• Βρίσκουμε τις τιμές της παραμέτρου, για τις οποίες είναι D = 0 . 

   Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
 

 Αν D≠ ,  τότε το σύστημα έχει μοναδική   λύση (x,  ), με:    
  

 
 και  

  

 
 

  
 Αν D     ,  τότε το σύστημα ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρες λύσεις.  

 

 

 Aν D     και   ≠     ή     ≠    τότε το σύστημα είναι αδύνατο . 

 Aν D          τότε το σύστημα έχει άπειρες λύσεις , 

Εκτός αν             και  ≠   ή   ≠   , 

οπότε το σύστημα είναι αδύνατο. 

 

 

 

 

Η ορίζουσα που προκύπτει αν στη θέση 
των συντελεστών του x άλουμε τους 
σταθερούς όρους. 
 

Η ορίζουσα που προκύπτει αν στη θέση 
των συντελεστών του y άλουμε τους 
σταθερούς όρους. 
 

Η ορίζουσα του 
συστήματος. 
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Παρατήρηση: 

Κάθε σύστημα της μορφής : 

 
αx      

         
  

      ονομάζεται  ομογενές και δεν είναι ποτέ αδύνατο. 

Έχει λύση πάντα τη μηδενική (  ,  )  (  ,  )και εξετάζουμε αν έχει και άλλες λύσεις εκτός 

από τη μηδενική. 

I. Αν D ≠   το σύστημα  έχει μοναδική λύση την μηδενική. 

II. Αν D     το σύστημα έχει άπειρες λύσεις στις οποίες ανήκει και η μηδενική. 

 
 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 

ΜΕ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΟΥΣ ΑΠΟ ΔΥΟ ΑΓΝΩΣΤΟΥΣ 

 

1) Τι λέγεται γραμμική εξίσωση γραμμική εξίσωση με τρεις αγνώστους ; 
Μία εξίσωση της μορφής αx    γz   , με έναν τουλάχιστον από τους συντελεστές α,  , γ 
διάφορο του μηδενός, λέγεται γραμμική εξίσωση με τρεις αγνώστους. 

 
2)Τι λέγεται λύση μιας γραμμικής εξίσωσης  με τρεις αγνώστους ; 

Λύση μιας γραμμικής εξίσωσης με τρεις αγνώστους λέγεται κάθε τριάδα αριθμών που την 
επαληθεύει. 
 

3) Τι λέγεται γραμμικό σύστημα 3x3; 

Όταν έχουμε τρεις γραμμικές εξισώσεις με τρεις αγνώστους:  
α1x    1y   γ1z   δ1 ,   α2 x    2 y   γ2 z   δ2 και   α3 x    3 y   γ3 z   δ3    και ζητάμε τις 
κοινές λύσεις τους, τότε λέμε ότι έχουμε να λύσουμε ένα   γραμμικό σύστημα τριών 
εξισώσεων με τρεις αγνώστους ή, πιο σύντομα, ένα γραμμικό σύστημα 3 x 3 και γράφουμε 

 
 

ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

1) Τι λέγεται μη γραμμικό σύστημα; 
Μη  γραμμικό σύστημα λέγεται εκείνο το σύστημα  όπου  μία τουλάχιστον εξίσωση δεν 
είναι γραμμική. 

 
 Τα μη γραμμικά  συστήματα συνήθως τα λύνουμε με τη μέθοδο  της αντικατάστασης ή 

με τη  οήθεια της αλλαγής μετα λητής. 
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ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 

 
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ-ΑΚΡΟΤΑΤΑ 

ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 

1) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού 

της; 

Μια συνάρτηση fλέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της , 

όταν για οποιαδήποτε    ,   Є Δ με       ισχύει :   (  )   (  ) . 

 

2) Πότε μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάνυσμα Δ του πεδίου ορισμού 

της;  

Μια συνάρτηση f λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της , όταν 

για οποιαδήποτε    ,    Є  Δ με       ισχύει :   (  )   (  ) . 

 

 

 Η συνάρτηση  ( )       με α   είναι γνησίως αύξουσα  στο R. 

 Η συνάρτηση  ( )       με α   είναι γνησίως φθίνουσα  στο R. 

 

3) Πότε μία συνάρτηση λέγεται γνησίως μονότονη; 

Μια συνάρτηση που είναι είτε γνησίως αύξουσα είτε γνησίως φθίνουσα σε ένα   διάστημα 
Δ λέγεται γνησίως μονότονη στο Δ. 

 

 

ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1) Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού Α, παρουσιάζει στο Ax  (ολικό) 

ελάχιστο;  ΡΙ 

Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, λέμε ότι παρουσιάζει 

στο  x0∈A (ολικό) ελάχιστο όταν:   (  )     (  ) , για κάθε  ∈   . 
 
Το    ∈ A λέγεται θέση ελαχίστου, ενώ το    (  ) ολικό ελάχιστο ή απλώς 
ελάχιστο της συνάρτησης f . 
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2) Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού Α, παρουσιάζει στο Ax  (ολικό) 

μέγιστο; ΟΡ 

Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, λέμε ότι παρουσιάζει στο x0∈ A (ολικό) 

μέγιστο όταν:   ( )      (   ) , για κάθε x ∈ A. 

Το x0∈ A λέγεται θέση μεγίστου, ενώ το   (   )ολικό μέγιστο ή απλώς μέγιστο της  . 
 
 Το (ολικό) μέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο μιας συνάρτησης λέγονται ολικά 

ακρότατα αυτής. 

ΑΡΤΙΑ – ΠΕΡΙΤΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 

1) Πότε μια συνάρτηση  , με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, λέγεται άρτια; 

Μια συνάρτηση  , με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, θα λέγεται άρτια, όταν 
 για κάθε  ∈   ισχύει:    ∈   και   (  )      ( ). 
 

Η γραφική παράσταση μιας άρτιας συνάρτησης έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα    . 
 
 
2) Πότε μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α λέγεται περιττή; 

Μια συνάρτηση f, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, θα λέγεται περιττή, 
όταν για κάθε  ∈   ισχύει:    ∈   και   (  )       ( ). 
 
Η γραφική παράσταση μιας περιττής συνάρτησης έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των 

αξόνων. 
 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ:  

Το πεδίο ορισμού μιας άρτιας ή περιττής συνάρτησης πρέπει να είναι «συμμετρικό» ως προς 

το μηδέν, γιατί αν περιέχει το x πρέπει να περιέχει και το –x.     

 π.χ. ℝ,  ℝ*,  R-{5,-5},      [-10,10],    (-2, 2) 

      Σε αντίθετη περίπτωση η συνάρτηση δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή.    

Για ν.δ.ο. μια συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή: 

1) Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της και εξετάζουμε αν είναι «συμμετρικό» ως προς το 

μηδέν, εξασφαλίζοντας ότι   Є ,     Є . 

2) Αποδεικνύουμε ότι  (  )   ( ),   Є  .  ή      (  )    ( ),   Є  αντίστοιχα. 

Η συνάρτηση δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή αν ένα από τα παραπάνω  ήματα δεν 

καταλήξει θετικά. 
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ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ -ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

 

Έστω συνάρτηση f με γραφική παράσταση    . 

 H γραφική παράσταση της  συνάρτησης : 

  ( )   ( )   ,     θα είναι μετατοπισμένη κατά c μονάδες κατακόρυφα  προς τα 

πάνω. 

  ( )   ( )   ,     θα είναι μετατοπισμένη κατά c μονάδες κατακόρυφα  προς τα 

κάτω . 

  ( )   (   ),     θα είναι μετατοπισμένη κατά c μονάδες οριζόντια  προς τα 

δεξιά. 

  ( )   (   ),     θα είναι μετατοπισμένη κατά c μονάδες οριζόντια  προς τα 

αριστερά. 

 

 

 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ 

 

 

 

 

Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας   (0ο   ω   9 ο) σε ορθογώνιο τρίγωνο 

               =




ί

άάέ
= 

BΓ

AB
    

                = 




ί

άάί
=
ΒΓ

AΓ
 

               =
άάί

άάέ




= 

ΑΓ

AB
 

              =
άάέ

άάί




= 

ΑΒ

AΓ
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ ω, 0ο   ω   36 ο 

 

Έστω ορθοκανονικό σύστημα αξόνων     .  

Αν ημιάξονας Οx στραφεί κατά τη θετική φορά 

(αντίθετα με τους δείκτες του ρολογιού) 

 μέχρι τη θέση Οz ,  τότε διαγράφει τη γωνία  ω . 

 Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑ Μ  που σχηματίζεται είναι : 

(ΟΜ )            0yx
22
     και 

     =  
ρ

y




 ,          =  

ρ

x




,       = 

x

y




,      =  

y

x




 . 

Έτσι αν ο ημιάξονας Οx ο οποίος ονομάζεται αρχική 

 πλευρά κινηθεί μέχρι τη θέση Οz (τελική πλευρά), 

 τότε παράγει μια γωνία ω. 

 

 Αν  Μ(x, y) σημείο της Oz και   (ΟΜ)   ρ   0yx 22  ,  τότε ορίζουμε:  

      
ρ

y
,        

ρ

x
,       

x

y  0x  ,       0y
y

x
    

 

ΑΚΤΙΝΙΟ 

 

Έστω κύκλος(Ο, R).  

Ακτίνιο  (   ) λέγεται το τόξο που έχει μήκος ίσο με την ακτίνα R του κύκλου. 

 Τα τόξα τα μετράμε σε μοίρες ή σε ακτίνια. Η σχέση που συνδέει ένα τόξο μ0  και  α rad είναι  

0180

μ

π

α
 . Από τη σχέση αυτή ολόκληρος ο κύκλος είναι τόξο 36 ο και αντιστοιχεί σε τόξο 

2π    . 
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ ω ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΗΣ ΑΠΟ 36 ° 

 

 Αν η γωνία δίνεται σε μοίρες: 

 

           Για κάθε  κ Ζ  ισχύει:      (  .    °    )              (  .     °    )        

                     (  .    °    )              (  .     °    )        

 

 Αν η γωνία δίνεται σε     : 

 

 Για κάθε  κ Ζ  ισχύει:      (       )                            (       )        

                                                (       )                           (       )        

 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΣ ΚΥΚΛΟΣ 

 

Τριγωνομετρικός κύκλος λέγεται ο κύκλος που έχει κέντρο  το σημείο Ο( , ) ενός 

ορθοκανονικού συστήματος αξόνων(αρχή αξόνων)  και ακτίνα ρ 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο μνημονικός κανόνας(       )αναφέρεται στα θετικά πρόσημα των τριγωνομετρικών 

αριθμών.  

 

            1          1 

Οπότε για κάθε γωνία ω  

 ισχύει ότι:    1         1, 

 

 



 

[11] 

 

ΒΑΣΙΚΟΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

 

         Γωνία                                              

Τριγ.       ω 

αριθμός 

 ° 

      

30ο 

6

     

45ο 

4



    

60ο 

3



    

90ο 

2



    

180ο 

π    

270ο 

2

3     

360ο 

2π    

 
    

 
0 2

1
 

2

2
 

2

3
 

 
1 

 
0 

 
-1 

 
0 

 
     

 
1 2

3
 

2

2
 

2

1
  

0 
 

-1 
 

0 
 

1 

 
    

 
0 3

3
 

 
1 

 

3  

 
- 

 
0 

 
- 

 
0 

 
    

 
- 

 

3  

 
1 3

3
 

 
0 

 
- 

 
0 

 
- 

 
 
 

 
 

ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 
 
 
 

 
1.  ημ2ω   συν2ω   1    (ΘΕΜΕΛΙΩΔΗΣ ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑΣ) 

2.      
συνω

ημω
  , συνω         και      

ημω

 συνω
,       . 

 3.          .       1     Άρα        


1
  και         



1
 

4.  Σχέσεις που δίνουν το     και το συνω συναρτήσει της     είναι: 

                      ημ2ω  
ωεφ1

ωεφ
2

2


   συν2ω  

ωεφ1

1
2  

 

 

 

 

 



 

[12] 

 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

 

      1.  ημ2ω   συν2ω   1     

 

Αν  (  ,   ) είναι το σημείο όπου  

η τελική πλευρά της γωνίας ω τέμνει  

τον τριγωνομετρικό κύκλο , τότε θα είναι :  

                   . 

Επειδή όμως , 

(  )  1 και (  )                  

Θα ισχύει :       1 

Οπότε θα έχουμε :            1 

 

2.     
   

    
                                

    

   
 

 

Στο ίδιο σχήμα έχουμε : 

 

    
 

 
 

   

    
(εφόσον       ≠  ) 

    
 

 
 

    

   
(εφόσον      ≠  ) 

 

 

3.     .       1      

 

Γνωρίζουμε ότι : 

 

    
 

 
 

   

    
(εφόσον       ≠  )            

 

 
 

    

   
(εφόσον      ≠  ) 

Επομένως : 

    .       
   

    
 
    

   
 1 
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ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ 1ο ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ 

 

ΕΙΔΗ ΓΩΝΙΩΝ 

 Αντίθετες Παραπληρωματικές Γωνίες διαφοράς π Γωνίες με 

άθροισμα 2π 

  -ω π-ω π   ω 2π-ω 

                       

                           

                       

                       

 Συμπληρωματικές Γωνίες διαφοράς 
 

 
 

 

Γωνίες 

με άθροισμα
  

 
 

 

Γωνίες 

διαφοράς
  

 
 

 

  
ω

2

π
  ω

2

π
  ω

2

3π
  ω

2

3π
  

                          

                       

                       

                       

 

 

ΓΩΝΙΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΥ 

 

Επειδή για τις γωνίες έχουμε Α Β Γ   18 °, τότε Α   Β   18 ° - Γ, οπότε: 

 

   (     )      (18 °    )       

    (     )       (18 °    )          

  (     )      (18 °    )          

  (     )       (18 °    )           
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Επίσης, έχουμε: 

 
2

Γ

2

Β

2

Α
90ο     

2

Β

2

Α
90ο 

2

Γ
  οπότε:                    

2

Γ
συν

2

Γ
90ημ

2

ΒΑ 0 










 

συν 0 Γ ΓΑ Β
90

2 2 2
 

  
   

                           
εφ 

2

Γ
σφ

2

Γ
90εφ

2

ΒΑ 0 










 

   0 Γ ΓΑ Β
φ 90 εφ

2 2 2


  
   

 
 

 

 

 Ο  τριγωνομετρικός αριθμός παραμένει ίδιος αν η γωνία x είναι της μορφής π   ω ή 2π   ω, 

ενώ : 

 «αλλάζει» όταν η γωνία x είναι της μορφής 
2


  ω ή    

2

3
  ω  :   ημίτονο  συνημίτονο      

εφαπτομένη     συνεφαπτομένη. 

 Το πρόσημο του αποτελέσματος εξαρτάται από το πρόσημο του τριγωνομετρικού αριθμού 

που μας έδωσαν στο τεταρτημόριο στο οποίο  ρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας. 

 Όταν τα τόξα έχουν αρνητικό για οποιαδήποτε γωνία του π, τότε πρώτα  γάζουμε το (-) 

με  άση το πρόσημο των αντίθετων γωνιών και στη συνέχεια εργαζόμαστε σύμφωνα με 

τις προηγούμενες μεθοδολογίες. 

 

 

 

 

2
   ,   

   , 2   ,
3 

2
   

 

 

    ,
3 

2
    

    ,
 

2
   

Περιττά 

πολλαπλάσια του π 

Άρτια  πολλαπλάσια 

του π 
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ΟΙ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Περιοδική συνάρτηση 

 

1) Πότε μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α λέγεται περιοδική ; 

Μια συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α λέγεται περιοδική, όταν υπάρχει πραγματικός 

αριθμός Τ     τέτοιος ώστε για κάθε x  Α να ισχύει:             

          ,     –        

              (     )      (  –   )      ( ) 

         Ο αριθμός Τ λέγεται περίοδος της συνάρτησης  f. 

 
 

Μελέτη τριγωνομετρικών συναρτήσεων 
 

Α)  Η συνάρτηση  ( )        

 Πεδίο ορισμού:     ℝ  

 Σύνολο τιμών:  ( )      1, 1  

 Περιοδική με περίοδο:     2  

 Η  ( )        είναι περιττή αφού     ℝ και  (  )      (  )             ( ) 

Άρα η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς το ( ,  ). 

 Η  ( )        παρουσιάζει μέγιστο 1 για x = 
2


 και  ελάχιστο –1 για x = 

2

3
 

 H ( )        είναι : γνησίως αύξουσα για x 






 

2
,0 ,  γνησίως φθίνουσα για x 











,

2
 

γνησίως φθίνουσα για x 






 


2

3
, ,     γνησίως αύξουσα για x 











2,

2

3
 

•Γραφική παράσταση: 
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Β)  Η συνάρτηση f(x)   συνx 

 

 Πεδίο ορισμού:    ℝ. 

 Σύνολο τιμών:  ( )      1, 1 . 

 Περιοδική με περίοδο:     2 . 

 Η  ( )         είναι άρτια αφού Α   R και  (  )      (  )           ( ). 

Άρα η γραφική της παράσταση είναι συμμετρική ως προς τον    . 

 Η  ( )        παρουσιάζει : μέγιστο 1 για        και      2  

και   ελάχιστο –1 για x   π . 

 Η f(x)   συνx είναι γνησίως φθίνουσα για x 






 

2
,0 ,    γνησίως φθίνουσα για x 











,

2
,  

                                         γνησίως αύξουσα για x 






 


2

3
, , και γνησίως αύξουσα  για x 











2,

2

3
 

 
•  Γραφική παράσταση: 
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Γ)  Η συνάρτηση f(x)   εφx 

 

 Πεδίο ορισμού                       –                
2


,     

 Σύνολο τιμών  ( )   ℝ. 

 Περιοδική με περίοδο      . 

Άρα τη f(x)   εφx τη μελετούμε σε διάστημα πλάτους π     , π.χ. στο 






 


2
,

2 .
 

 Η f(x)   εφx είναι περιττή. 

 Ακρότατα δεν υπάρχουν. 

 Η f(x)   εφx είναι γνησίως αύξουσα  για x 






 


2
,

2
 

Οι κατακόρυφες ευθείες       
2


 και     

2


είναι κατακόρυφες ασύμπτωτες της  

γραφικής παράστασης 

 
 
•  Γραφική παράσταση: 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

 

 

                                      2       

                                                                              ή                         ,    

-1   α   1                                                  2       –    

                                     2       

                                                                ή                        ,    

 1       1                                         2   –    

                                          ,    

                                      
2


 

                                        ,    

                                   

 

 

ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΑΘΡΟΙΣΜΑΤΟΣ ΚΑΙ ΔΙΑΦΟΡΑΣ ΓΩΝΙΩΝ 

 

   (     )                              ,              (  –   )             –           

    (     )             –                 ,              (  –   )                        

 

   (     )    
1

 

 



 
 

 

   (     )    
1

 

 



 
       ,  ,               ,   . 

   (     )    
1 

 

 


     

    (     )    
1 

 

 


       ,  ,                       . 

 

2

π
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ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΤΗΣ ΓΩΝΙΑΣ  2α 

ΤΥΠΟΙ ΓΩΝΙΑΣ   2α 

   2    2        

    2          –        2      –  1   1 –  2      

   2    



21

2
ό               

2

π
        2         

2

π
,    

 

ΤΥΠΟΙ ΑΠΟΤΕΤΡΑΓΩΝΙΣΜΟΥ 

 ημ2α   
2

21 
        

  συν2α   
2

21 
      

 εφ2α   
1 2

1 2

 

 




       

ΤΥΠΟΙ ΤΟΥ   
2

α
 

 Αν στους τύπους που έχουμε δώσει από την αρχή αντικαταστήσουμε όπου  2α   α  και όπου   

α    
2

α
,  προκύπτουν οι παρακάτω τύποι: 

       2   
2

α
   

2

α
 

            

2

α
      

2

α
  2     

2

α
   1    1 –  2   

2

α
 

       
2

2
2

1
2







,                            

    

2

α
    

1

2


                    

2

α
   

1

2


                  εφ α   

2

α
 

1

1








 

 

Αρκετά χρήσιμοι σε ορισμένες 

 ασκήσεις είναι οι παρακάτω τύποι: 

 ημ3α   3ημα – 4ημ3α,   

 συν3α   4συν3α  - 3συνα 

και οι τύποι που μας δίνουν το ημ2α  και συν2α  

συναρτήσει της     : 

ημ2α  



21

2

    

συν2α   



2

2

1

1
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ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 

 

Ορισμοί 

Μονώνυμο του  : ονομάζεται κάθε παράσταση της μορφής αxv , όπου α R ,  v N  και  x  μια 

μετα λητή που μπορεί να πάρει οποιαδήποτε τιμή από το R. 

 

Πολυώνυμο του   : ονομάζεται κάθε παράσταση της μορφής  Ρ(x) ανxv   αν-1xv-1  ... α1x   α0 , 

όπου α0, α1, ..., αν  είναι πραγματικοί αριθμοί και ν φυσικός αριθμός. 

Βαθμός ενός πολυωνύμου Ρ(x) ονομάζεται ο εκθέτης της μεγαλύτερης δύναμης του   με 

συντελεστή διάφορο του μηδενός. 

 Ρίζα ενός πολυωνύμου Ρ(x) λέγεται ο αριθμός που  μηδενίζει το πολυώνυμο. 

  Δηλαδή  αν  ο αριθμός ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου Ρ(x) , τότε Ρ(ρ)    . 

 Αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου Ρ(x) λέγεται  ο αριθμός που προκύπτει αν  στο Ρ(x) 

αντικαταστήσουμε  το  χ  με  μια  τιμή  χ0. 

 

 Δύο πολυώνυμα  Ρ(x), Q(x) θα λέγονται ίσα αν και μόνο αν είναι του ίδιου  αθμού και οι 

συντελεστές των ομο αθμίων όρων τους είναι ίσοι. 

. 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (ταυτότητα της διαίρεσης) 

 

Για κάθε ζεύγος πολυωνύμων Δ(x) και δ(x)     υπάρχει μοναδικό ζεύγος πολυωνύμων π(x) 

και υ(x) για τα οποία ισχύει: Δ(x) δ(x) . π(x)   υ(x) 

 

     Δ(x)  δ(x) 

     υ(x)     π(x) 
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ΘΕΩΡΗΜΑ 

Ένα πολυώνυμο  ( ) έχει παράγοντα το x - ρ αν και μόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x), δηλαδή 

αν και μόνο αν  ( )= 0 

 
 

 
ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ 

1) Το υπόλοιπο της διαίρεσης του  ( ): (   ) ισούται με την αριθμητική τιμή του 

πολυωνύμου για x   ρ δηλαδή       ( ). 

2) Αν το x - ρ είναι παράγοντας του   ( ), τότε: 

  ( )     ,και 

      ( )     . 

3) Αν η διαίρεση του   ( ) με το x - ρ είναι τέλεια, τότε:  

  ( )    (    ) ( ) 

 Το (x-ρ) είναι παράγοντας του   ( ) 

      ( )     . 

4) Αν το υπόλοιπο της διαίρεσης του  ( ) με το x - ρ είναι μηδέν, δηλαδή υ  Ρ(ρ)    , 

τότε 

 Το (    ) είναι παράγοντας του   ( ) 

  ( )   (   ) ( ) 

 Σημείωση:   Γενικά, αν σε μια διαίρεση είναι υ(x)  , τότε η διαίρεση λέγεται τέλεια και 

η ταυτότητα της διαίρεσης γράφεται 

  ( )   ( )   ( ) 

 Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το δ(x) διαιρεί το Δ(x) ή ότι το δ(x) είναι παράγοντας 

του  ( ) ή ότι το  ( ) διαιρείται με το  ( ) ή ακόμη ότι το  ( ) είναι διαιρέτης του 

 ( ). 
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Σχήμα Horner 

Το σχήμα Horner είναι μια μέθοδος, με τη  οήθεια της οποίας μπορούμε: 

     1. Να κάνουμε την διαίρεση ενός πολυωνύμου Ρ(x)  με το (x - ρ)  και να  ρούμε το πηλίκο 

και το υπόλοιπο της διαίρεσης. 

    2. Να διαπιστώσουμε αν ένας αριθμός ρ είναι ρίζα του πολυωνύμου Ρ(x) ή ισοδύναμα να 

διαπιστώσουμε αν το (x - ρ)είναι παράγοντας του Ρ(x).  

   3. Να  ρούμε την αριθμητική τιμή του Ρ (x)  για  x   ρ   

   4. Να παραγοντοποιήσουμε ένα πολυώνυμο. 

 

Θεώρημα ακεραίων ριζών 

 

Έστω η πολυωνυμική εξίσωση ανxν  αv-1xv-1   ...   α1x   α0     με ακέραιους συντελεστές. 

Αν ο ακέραιος ρ     είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε ο ρ είναι διαιρέτης του σταθερού όρου α0. 

 

 
Αποδείξεις  Θεωρημάτων 

Κεφάλαιο 4ο 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ: Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου  ( ) με το     είναι ίσο με την 

τιμή του πολυωνύμου για    . Είναι δηλαδή    ( ). 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Η ταυτότητα της διαίρεσης του πολυωνύμου  ( ) με το πολυώνυμο x-p γράφεται. 

 ( )  (   ) ( )   ( ) 

Επειδή ο διαιρέτης x-p είναι πρώτου  αθμού, το υπόλοιπο της διαίρεσης θα είναι ένα σταθερό 

πολυώνυμο. Έτσι έχουμε: 

 ( )  (   ) ( )    

και, αν θέσουμε x=p, παίρνουμε 

 ( )  (   ) ( )          

Επομένως 

 ( )  (   ) ( )   ( ) 
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ΘΕΩΡΗΜΑ: Ένα πολυώνυμο  ( ) έχει παράγοντα x-ρ αν και μόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x), 

δηλαδή αν και μόνο αν  ( )    . 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Έστω ότι το x-ρ είναι παράγοντας του  ( ). Τότε 

 ( )  (   ) ( ) 

από την ισότητα αυτή για     παίρνουμε 

 ( )  (   ) ( )   , 

που σημαίνει ότι το ρ είναι ρίζα του Ρ(x). 

Αντιστρόφως: Έστω ότι το ρ είναι ρίζα του Ρ(x), δηλαδή ισχύει Ρ(ρ)  , οπότε από τη σχέση 

 ( )  (   ) ( )   ( ) 

παίρνουμε 

 ( )  (   ) ( ), 

που σημαίνει ότι το x-ρ είναι παράγοντας του  ( ). 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ (ακέραιων ριζών)  

Έστω η πολυωνυμική εξίσωση ανxv αν-1xν-1 ... α1x α0  , με ακέραιους συντελεστές.  

Αν ο ακέραιος ρ    είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε ο ρ είναι διαιρέτης του σταθερού όρου α0. 

 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ 

Αν ο ρ   είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε διαδοχικά έχουμε 

ανρν αν-1ρν-1 ... α1ρ α0=0 α0=-ανρν-αν-1ρν-1-...-α1ρ 

α0 ρ(-ανρν-1-αν-1ρν-2-...-α1) 

Επειδή οι ρ, α1,α2,...,αν είναι ακέραιοι έπεται ότι και ο –ανρν-1-αν-1ρν-2-...-α1 είναι ακέραιος. Από 

την τελευταία ισότητα συμπεραίνουμε, ότι ο ρ είναι διαιρέτης του α0. 
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 

Αν α     και   α   1. αντιστοιχίζοντας κάθε  x R  στη δύναμη αx ορίζουμε τη συνάρτηση  

 : ℝ  ℝμε τύπο  ( )     , η οποία λέγεται εκθετική συνάρτηση με  άση α. 

 Αν     1, τότε έχουμε  ( )    1x  1, δηλαδή προκύπτει η σταθερή συνάρτηση  

 ( )   1. 

Aνάλογα με τη  άση α διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

 

 Αν α   1 τότε για τη συνάρτηση έχουμε: 

 Πεδίο ορισμού το ℝ . 

 Σύνολο τιμών το ( ,  ). 

 Γνησίως αύξουσα στο ℝ, δηλαδή αν  

             

Είναι «1 - 1», δηλαδή               

Τέμνει τον y y   στο ( ,1), ενώ δεν τέμνει τον x x. 

Πλησιάζει τον αρνητικό ημιάξονα Οx  χωρίς να τον τέμνει. 

(ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης) 

 

 

 Αν     α   1 τότε για τη συνάρτηση έχουμε: 

 Πεδίο ορισμού το ℝ . 

 Σύνολο τιμών το (0,+ ). 

 Γνησίως φθίνουσα στο ℝ, δηλαδή αν  

              

Είναι «1 - 1», δηλαδή               

Τέμνει τον y y  στο ( ,1), ενώ δεν τέμνει τον x x. 

Πλησιάζει τον θετικό ημιάξονα Οx χωρίς να τον τέμνει  

(ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης). 

 

Ο αριθμός e. 

Η εκθετική συνάρτηση με  άση το e είναι f(x) = ex  και έχει τις ίδιες ιδιότητες με την εκθετική 

συνάρτηση που έχει  άση μεγαλύτερη του 1. 
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ΛΟΓΑΡIΘΜΟΙ 

 

Ο logα θ είναι ο αριθμός στον οποίο πρέπει να υψώσουμε τον α για να  ρούμε το θ.  

Ισχύει η ισοδυναμία:   αx   θ x = logα θ. 

 

  Από τον ορισμό του λογαρίθμου προκύπτει ότι: 

   1    

            

         1  

          

 

Ιδιότητες λογαρίθμων 

 Αν θ1,  θ2, θ    ,     α  1 και κ R , αποδεικνύεται ότι: 

 1.        ( 1 . θ2) =     θ1 +     θ2 

 2.       
  

  
 =      θ1  -      θ2 

 3.      θκ      κ .     θ 

 

 

Δεκαδικοί λογάριθμοι 

Αν η  άση του λογαρίθμου είναι α   1 . τότε ο log10 θ συμ ολίζεται log θ και λέγεται 

δεκαδικός ή κοινός λογάριθμος.  

Ισχύει η ισοδυναμία:  logθ   x  10x   θ 

Φυσικοί λογάριθμοι 

Αν η  άση του λογαρίθμου είναι α   e, τότε ο λογάριθμος ενός θετικού αριθμού θ συμ ολίζεται 

nθ και λέγεται φυσικός ή νεπέριος λογάριθμος.  

Ισχύει η ισοδυναμίαnθ   xex   θ 

Τύπος αλλαγής  άσης 

 Αν α,       με α,     1 και θ     , τότε αποδεικνύεται ότι: 

      =  




α

α

log

log
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ΛΟΓΑΡΙΘΜΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 

 

Γνωρίζουμε την εκθετική συνάρτηση  ( )   αx η οποία είναι «1 - 1». 

Από την ισοδυναμία αx = yx = logαy ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση  

f-1 (y) = logαy, η οποία ονομάζεται λογαριθμική συνάρτηση. 

 

                                                                               

 

 

 

    Για τη συνάρτηση φ (x)   logαx με α   1, έχουμε: 

 Πεδίο ορισμού το ( ,   ). 

 Σύνολο τιμών το ℝ. 

 Είναι γνησίως αύξουσα   δηλαδή για κάθε x1,x2  (0,+  ) 

       με                     

 Είναι «1 - 1» , δηλαδή αν                      

 Τέμνει τον       στο (1, ), ενώ δεν τέμνει τον     

Πλησιάζει τον αρνητικό ημιάξονα Οy  χωρίς να τοντέμνει 

(ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης). 

 

 

 

 

Οι γραφικές παραστάσεις της 

εκθετικής και λογαριθμικής 

συνάρτησης είναι συμμετρικές ως 

προς την y = x, επειδή η μία είναι 

αντίστροφη της άλλης. 
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Κεφάλαιο 5ο 

ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΛΟΓΑΡΙΘΜΩΝ 

ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

 

 Αν θ1,  θ2, θ    ,     α  1 και κ R , αποδεικνύεται ότι: 

 1.        ( 1 . θ2) =     θ1 +     θ2 

 2.       
  

  
 =      θ1  -      θ2 

 3.      θκ      κ .     θ 

 

1. Έστω ότι είναι:       1    και          2     (1) 

Τότε      έχουμε:             1                 και                          2                        

οπότε:                 1    2               δηλαδή                     1    2                                      

Από το ορισμό όμως του λογάριθμου, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη με την 

     ( 1 . θ2)=       

από την οποία, λόγω των (1), έχουμε τελικά:         ( 1 . θ2) =     θ1 +     θ2     

 

2.   Έστω ότι είναι:        1    και          2     (1) 

Tότε      έχουμε  :                 1               και                   2                                

οπότε:     :       
   

   
  

  

   
                          δηλαδή             

  

   
                

Από το ορισμό όμως του λογάριθμου, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη με την 

     
  

  
 =      

 

από την οποία, λόγω των (1), έχουμε τελικά:        
  

  
 =      θ1  -      θ2 

3. Έστω ότι είναι:   :        θ            

 

Tότε   έχουμε :       οπότε:             

Aπό τον ορισμό όμως του λογάριθμου, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη με την  

    θκ      κ    

από την οποία, λόγω της (2), προκύπτει ότι:        θκ      κ .     θ. 
 


